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Uvod

Kazdy den resime tisice rozhodovacich tloh, aniz bychom si to néjak uvédomovali. V podstaté
v kazdém okamziku celime jistému rozhodnuti. A jelikoz neni nijak bézné vracet se zpatky v
¢ase (abychom napravili $patné rozhodnuti véetné dusledki), vysledné rozhodnuti musi byt
definitivni a optimaln{ (resp. maximalné blizké k optimalnimu).

Existuji rizné pristupy k fesSeni tohoto problému v raznych oblastech (a tedy i rtzné né-
zvoslovi). Pro priklad uvedme v teorii rozhodovéni pfistup Markovova rozhodovaciho procesu
(viz sekce [24], metodologii plné pravdépodobnostniho navrhu (viz sekce [9], zpétnova-
zebni uceni [28] a dalsi.

Teorie rozhodovani mé sSiroké spektrum aplikaci, napt. v robotice, umélé inteligenci, systé-
mech ¢lovék—stroj, zpracovani dat, ekonomii, zdravotnictvi, atd. Piiklady viz [30], [2], [25].
nékolik interagujicich agentu ve stejném nebo ¢astecné se prekryvajicim prostiedi. Tady vznika
cela rada loh, napft.:

¢ jak ma agent uzpusobit své chovani tak, aby zohlednil nejen pritomnost ostatnich agent,
ale i informace, které ostatni agenti s nim sdili (své cile, svd pozorovani, ...). A zde hned
vznika podotazka, jaka kooperace je ve prospéch agenta a jak toto posoudit.

o jaké bude vysledné chovani skupiny agentt jako celku, tzv. skupinové chovani (angl. emer-
gent behaviour). Casto pro jejich fegeni jsou ¢asto pouzivany metody, které byly vyvinuty
ve fyzice, napf. Isingtiv model [7], nebo jiné pristupy [4], [14], [16].

Pokud je v soustavé vicero agenti, jsou dva zptlisoby, jak lze provadét rozhodovani:

o centralizované rozhodovdni — existuje pravé jeden agent-moderédtor, zpravidla majici nej-
vétsi pravomoce a pristup k veskerym informacim ostatnich agentt (modely, cile). tento
agent provadi optimalizaci a ostatni agenty koordinuje (je napf. predmétem vyzkumu so-
ciodynamickych systémi)

o distribuované rozhodovini — kazdy z agent provadi svou vlastni optimalizaci (agenti mo-
hou byt vsichni strukturdlné stejni, ale nemusi), pficemz mé zohlednit vyse zminéné pro-
blémy plynouci z interakci s druhymi agenty.

Predmétem této prace je distribuované rozhodovdni s cilem navrzeni algoritmu pro opti-
malizaci strategie chovani agenta za podminky neuréitosti a v pfitomnosti jinych (s nim intera-
gujicich) agenti.

Co je rozhodovaci tuloha? Predstavme si dvojici: systém a agent (at uz lidska bytost,
pocita¢ nebo algoritmus, nebo jejich kombinace). Systém je ¢ast svéta, kterou agent pozoruje
a vzhledem ke kterému ma urcity cil. Cilem muze byt jak ovlivnit systém, tak se i néco o
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ném naucit. Agent pfitom muze vykondvat akce, kterymi ovlivni systém nebo sviij stav znalosti
ohledné systému.

Pro dosazeni svého cile agent ma na zakladé svych preferenci, pozorovani a dalsich dostup-
nych znalosti navrhnout a zrealizovat takovou posloupnost dostupnych akci, kterd naplni jeho
cil.

Priklad. Uvedme nézorny ptiklad, ilustrujici vyse zavedené pojmy.

Predstavme si fotbalistu na htisti s micem. Systémem je soubor objektu {hristé, brana, mic¢},
agentem fotbalista. Jeho cil je kopnout mi¢ tak, aby letél zadanym smérem. Tim vznika roz-
hodovaci tloha, jejimz predmétem je zvolit smér a velikost sily tideru do mice. Akei pak bude
kopnout do mice s vypoctenou silou a navrzenym smérem. OvSem i v pripadé optimalni volby
akce pohyb mice mtze byt ovlivnén dalsimi vlivy, napr. kvalitou povrchu, vétrem, nepresnosti
provedeni akce (to vSe je ztiZzeno neurcitosti, doprovazejici kazdou tlohu).

Nyni si predstavme slozitéjsi tilohu: fotbalistu béhem zdpasu. V tomto pripadé je systém tvo-
fen nejen fotbalovym hfistém s mi¢em a branami, ale i ostatnimi hraci (spoluhréci i protivniky).
MnoZina moznych akci muze vypadat napiiklad takto: pohyb po hristi ve sméru x s rychlosti
v; a kopnuti do mice ve sméru z se silou f, kde mnoziny moznych hodnot x,v, f jsou dany
fyzikalnimi moznostmi. Mnozina mozngch stavi systému je mnohem bohatsi, vy¢tem prvku ji
v podstatéﬂ nelze zapsat. Zjednodusené to muze byt soubor polohovych vektorti mice a hracua
v Case, vlhkost travniku, povétrnostni vlivy, apod. Cilem fotbalisty je dostat mi¢ do brany a
vyhnout se atokim protivnika, tj. hledd posloupnost takovych akci, ktera jeho cil splni.

Uloha se znaéné zkomplikuje pohybem na hiisti protihract a spoluhraci, kte¥i maji pod-
statny vliv na strategii agenta (fotbalisty). Pak agent musi zohlednit také zdmeéry ostatnich
hraci, se kterymi bude kooperovat. Dalsi komplikace vznikne, pokud agent mé vlastni nepfes-
nost (tj. provadi své akce jen s ur¢itou presnosti — napriklad méné zkuseny hrac).

Vyklad je veden nasledovné. Kapitola [I| obsahuje strucny piehled pouzité teorie. Kapitola
se zaméri na konstrukci agenta, ktery pro sva rozhodnuti vyuziva princip plné pravdépodobnost-
niho navrhu a bayesovské odhadovani parametria. Kapitola [3| pojednava o systému vice agent,
ktef{ kooperuji mezi sebou. Kapitola [ obsahuje pouziti navrzeného adaptivniho kooperujiciho
agenta v Nashové obchodni hie a analyzu obdrzenych vysledkii. Praci uzaviraji shrnuti ziskanych
poznatkl a néstin pripadnych budoucich sméri zkoumani.

174le7i, zda uvazujeme napf. polohu mice jako spojitou funkci nebo diskrétni, pro kterou zavedeme sit soufadnic
s uréitym rozlisenim.
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Pouzité znaceni

Zkratka | Vyznam

n.v. nahodna veli¢ina

MRP Markoviv rozhodovaci proces
PPN Plné pravdépodobnostni ndvrh
KLD Kullback—Leiblerova divergence
NOH Nashova obchodni hra

Tabulka 1: Tabulka pouzitych zkratek

Symbol Strucny vysvétlivek

R mnozina redlnych c¢isel

RT mnozina realnych kladnych cisel

N mnozina prirozenych cisel

X, A, S, Q, mnoziny

T kone¢nd mnozina casu, T C N

(a,b) uzavieny interval od a e Rdo b e R, a<b

a:=1b definice prifazenim: objekt a je definovan jako b

D(fllg) Kullback-Leiblerova divergence mezi pravdépodobnostnimi funkcemi f a g
X, A, nédhodné veliciny

A o—algebra

Ty hodnota diskrétni veli¢iny x v diskrétnim case ¢, z; € X

xt usporadand t-tice ! := (1,2, T3,...,Tr,...,T¢)

E [X] stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X

p(z,y) sdruzend hustota pravdépodobnosti n.v. X a Y

p(z|y) podminénd hustota pravdépodobnosti n.v. X za podminky ) =y
b chovani uzaviené smyc¢ky do ¢asu T, b := b’

s strategie agenta do ¢asu T, 7 := 7’

Tabulka 2: Tabulka pouzitého znaceni

Umluva. Napii¢ celym textem zelenou kurzivou jsou vyznadeny pojmy uvniti definic, které
jsou zde definovany. Znéni vét a predpokladi je naopak na zeleném podkladu.

Diskrétni a spojité veliciny. V této praci vsechny veli¢iny jsou diskrétni. Vyjimku tvori
pouze parametr systému (viz Sekce [1.5]). V prislusném misté na to jesté jednou upozornime.
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Kapitola 1

Prehled pouzité teorie

V této kapitole zminime zdkladni pojmy, vztahy a véty, které pouzijeme v dalsich kapitolach.

1.1 Uzivané pojmy

Definice 1 (Pravdépodobnost). Méjme mnozinu elementarnich jeva © # @ a o—algebru pod-
mnozin 2 nad touto mnozinou, kterou oznac¢ime A. Pak libovolné zobrazeni P : A — R, pro
které plati:

1. axiom nezdpornosti: VA C A: P(A) >0
2. axiom aditivity: (A;NA; =a,i#j) =P (> ;Ai) =>,;P(Ay)
3. axiom finitnosti: P (A) =1

nazvu pravdépodobnostni mirou (pravdépodobnosti) na méritelném prostoru (2, A, P). Trojici
(2, A, P) nazveme pravdépodobnostnim prostorem.

Exaktni definice, zavedeni a vlastnosti viz [I7]. V této préci nejcastéji budeme operovat s
pravdépodobnostni funkci.

Definice 2 (Marginalni hustota pravdépodobnosti). Méjme sdruzeny vektor ndhodnych veli¢in
(X,)) ~ P¥*Y s hustotou pravdépodobnosti px,y- Pak:

+ X ma hustotu pravdépodobnosti px () = [, cy pax,y(z,y)dy
« Y ma hustotu pravdépodobnosti py(y) = [ cx px,y(z,y)dz.
Pozndmka. Definici [2|1ze pouzit i pro vicerozmérné nahodné velic¢iny, viz [17].

Definice 3 (Podminéna hustota pravdépodobnosti). Méjme sdruzeny vektor ndhodnych veli¢in
(X,Y) ~ PYY s hustotou pravdépodobnosti px y a necht plati py(y) # 0. Potom funkci

_paylzy)

nazveme podminénou hustotou pravdépodobnosti X za podminky ) .
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Véta 1 (Bayesuv vzorec pro hustoty pravdépodobnosti). Méme dvé ndhodné veli¢iny X,) se
sdruzenou hustotou pravdépodobnosti py y. Pak plati:

pyx(ylT) pa(z)
Jx py\x(ylz) px (z)dz

Pxjy(zly) = (1.2)

Véta 2 (Retézové pravidlo pro hustoty pravdépodobnosti). Necht (X,)) je dvojice ndhodnych
veli¢in, majici sdruzené rozdéleni py y. Pak plati:

pxy(®,y) = pxpy(zly) py(y). (1.3)

Diikaz. Jedné se o prosty dusledek Definice ]

Pozndmka (Znaceni hustot pravdépodobnosti). Doposud jsme pouzivali znaceni px(z) pro hus-
totu pravdépodobnosti (pravdépodobnost) ndhodné veli¢iny X a realizaci této veli¢iny x. Odted
a déle budeme dolni index, znacici prislusnou ndhodnou veli¢inu, vynechavat, a budeme tedy
psat p(x). To, o kterou ndhodnou veli¢inu jde, budeme rozliSovat podle argumentu funkce p.

Pozndmka (Zobecnéni Véty[2). Vétu[2|lze upravit i pro vice ndhodnych veli¢in: (X, ..., X,). P¥-
padné celou rovnost (1.3) podminit takto: p(x, y|z) = p(x|y, z) p(y|z). Zaroven si lze povsimnout,
ze Definice Véty |1) a2 plati i pro diskrétni ptipad (pravdépodobnostni funkce).

Definice 4 (Kullback—Leiblerova divergence). Méjme dvé hustoty pravdépodobnosti stejného
argumentu x, p(x) a g(x). Pak je Kullback—Leiblerova divergence (dale jen KLD) definovana

takto: ()
p(x

Pozndmka (Tvar KLD pro diskrétni ndhodné velic¢iny). V piipadé diskrétni ndhodné veli¢iny
vzorec (|1.4]) ma tvar:

D (plla) = |

zeX

Dlo) = 3 po)n (B2). (15)

= q(z)

Véta 3 (Vlastnosti KLD). Necht p(z) a g(x) jsou dvé hustoty pravdépodobnosti stejného argu-
mentu x. Pak plati:

1. D(pllq) 20

(pllg)

2. D (pllg) = 0 & p = ¢ skoro vSude

3. D(p|lg) = +o0 < p # 0 A ¢ = 0 na mnoziné kladné miry
(

4. D (pll¢) # D (qllp)

Dale pro KLD neplati trojahelnikova nerovnost.
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Diikaz. Zde bez dikazu, 1ze nalézt v [3]. o

Poznamka. Vyhodou KLD je, ze zohlednuje cely tvar pravdépodobnostni funkce a nejenom jeji
momenty, viz vypoc¢et KLD pro dvé ruzna normélni rozdéleni v

Pozndmka. Nékdy je KLD téz nazyvana relativni entropie nebo divergencni mira. Obecné je to
zpusob méteni odliSnosti mezi dvéma pravdépodobnostnimi mirami. Podrobnéji viz [3].

V nésledujicich kapitolach budeme potiebovat par specidlnich funkci. Jedna se o funkce Beta
a Gamma, nékdy téz nazyvané Euleriiv integral prvniho a druhého druhlﬂ

Definice 5 (Beta funkce).
1
Bz, y) ;:/ #L(1— )t dt Va,y e RY (1.6)
0
Definice 6 (Gamma funkce).
+oo
T(z) = / #letdt Ve eRY (1.7)
0

Pozndmka. S pouzitim (1.7) je mozno Beta funkci zobecnit pro k£ € N kladnych argumentu
vztahem
?:1 ['(ev)

I ( ?:1 ai)

Definice 7 (Kroneckerova delta funkce). Kroneckerova delta funkce je definovdna jako 0 pro
rizné objekty na vstupu a jako 1, pokud objekty na vstupu jsou totozné, tedy:

B(ag,ag,. .. af) == (1.8)

5, ) =0i%j
AR (1.9
(i, j)=1i=j
Definice 8 (Dirichletovo rozdéleni). Méjme k—tici nezdpornych ¢isel (azi)le pro kterou plati:
Sk @ = 1. Pak k-tice nezépornych &sel (ai)le zarucuje, ze

k
. 1 _
Dir(z1,xo, ..., zk|a1, a0, ..., q) := Blor.m o) fo‘l ! (1.10)

je hustotou pravdépodobnosti. Tuto funkci nazveme Dirichletovo rozdeéleni .

Pozndmka. S pouzitim vzorce (1.8)) lze vyraz (1.10) upravit:

a;—1 k
Dir(zy, x2, ..., zx|lon, o, ... af) = H i_jf <~ T (Zai> . (1.11)

'Historickd pozndmka o nazvoslovi v piiloze, viz



1.2 Rozhodovani v uzavirené smycce

Uvazujeme rozhodovaci tlohu (viz str. v tzv. uzaviené smycce (angl. closed loop) viz
Obrazek V kazdém case t € T, T :={0,1,...T — 1} systém generuje stav s; € S, ktery
agent pozoruje. Agent na zdkladé pozorovanych dat, svého cile a apriornich znalosti vygeneruje
akci a; € A, kterd ovlivni stav systému v dalsim ¢asovém okamziku, tj. s;y1 € S.

Poznamenejme, ze nazvoslovi se ruzni: systém je také nékdy nazyvan svétem ¢i prostiedim;

agent regulatorem, aj.
—>[ Systém ]—

pozorovany
akce
stav
ag
St

N yweg

Obréazek 1.1: Uzaviend smycka obecné

Pozndmka (Agentovo pozorovani a stavy systému). V obecném pripadé agent nemusi pozo-
rovat primo cely stav systému s;. Proto se ¢asto vyuzivian pojem pozorovand velicina (angl.
observation), ktera v obecném piipadé nese informaci o stavu systému. Pozorovani tedy mize:

e obsahovat pouze c¢ast skuteéného stavu systému,

e vibec neobsahovat skutecny stav, ale zaviset na ném,

o byt zatiZeno chybou (napf. chybou méficiho pfistroje, Sumem informac¢niho kanélu aj.).
V této praci predpokladame, Ze agent pozoruje skuteény stav systému.

Definice 9 (Chovani uzaviené smycky). Chovanim uzaviené smycky (angl. closed—loop beha-
viour) se nazyva posloupnost b, kterd je definoviana nésledovné:

bT = (ST, ar—1,8T—1y «+-4 At, Sty ..., A1, 81) y (1.12)

kde a; jsou akce agenta v ¢ase t € T a s; jsou stavy systému v ¢ase t € T. Pocatecni akce ag a
pocatecni stav so jsou zndmy a piftomny v b7 implicitné.

Pozndamka. Je tu jistd analogie s pristupem teoretické fyziky: dalo by se Tict, ze prostor vsech
moznych chovani uzaviené smycky je fazovym prostorem pro danou tlohu. Chovani uzaviené
smycky totiz predstavuje posloupnost stavii a akci v ¢ase pro vSechny casy, coz je analogii fazové
trajektorie.
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Pro popis chovani uzaviené smycky pouzivame pravdépodobnostni pristup. Budeme tedy
modelovat chovani uzaviené smycky pomoci sdruzené pravdépodobnostni funkce p(b7).

Pozndmka. Pro lepsi prehlednost zapisu budeme index 1" u chovani uzaviené smycky vynechavat:
b:=b’. Znimé pocateéni podminky uvazujeme pouze implicitné.

Pro p(b) plati:

e
p(b) - p(STvaT—lasT—lv "'aalasl)

11 (
teT

1.3
H p ($t+1’at, St) p (at|at_1, St)

teT

t—1 _t
5t+17at|a’ S ) (113)

Definice 10 (Rozhodovaci pravidlo). Rozhodovacim pravidlem agenta nazveme hustotu prav-
dépodobnosti, urc¢ujici pravdépodobnost (zvoleni) akce a; za podminky vSech predchozich stavi
a akci, formélné:

P (at]st,at_l).

Definice 11 (Strategie). Strategii E| agenta nazveme posloupnost jeho rozhodovacich pravidel v
¢ase a oznacime ji 1. Plati tedy:

al = (p (at\st, at*1)>teT.

Pozndmka. Pro prehlednost zapisu budeme index T' u strategie vynechavat: 7 := 7' .

Pro ¢leny na pravé strané v rovnosti ([1.13)) mame interpretaci:

p(b) = H p (St+1’at75t> p (at|5t,at_1> . (1.14)
teT ~——— = 7
model systému  rozhodovaci pravidlo

Resen{ rozhodovaci tilohy spoéivé v navrhu algoritmu pro volbu strategie optimalni{ z hlediska
cila agenta. Formulace cili je samostatny a velmi obsdhly problém (oblast preference elicitation,
[11]). V této praci pouzijeme pravdépodobnostni popis cili agenta.

Predstavme si rozhodovaci ilohu v rovinném obrazku.

2Nekdy téz politika, angl. policy.
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Obrazek 1.2: Dva mozné modely uzaviené smycky (|1.14))

Zde jsou zobrazeny dvé mozné pravdépodobnostni distribuce nad prostorem vsech moznych
chovani uzaviené smycky: p™ (b) (modrd) a p™(b) (éervené)ﬂ Predpokladejme, Ze bu,—o je
chovani, kterého chceme dosdhnout. Chceme tedy zvolit takovou hustotu pravdépodobnosti ze
dvou moznych, kterd zaruci co nejvyssi pravdépodobnost realizace bg,.;. Kterou tedy?

Na to neni jednoznacna odpovéd. Mozné zptisoby volby:

1. zvolit p™(b) takovou (i € {1,2}), kterd minimalizuje vzdalenost stfedni hodnoty b od bae:

min [E7 [b] — bupe|

m; €1

2. zvolit p™(b) takovou (i € {1,2}), kterd maximalizuje pravdépodobnost:

max P (benei)

Obecnéjsi pristup (mj. zahrnuje vyse uvedené moznosti) je pristup minimalizujici ocekdvanou
ztratu
min L(b)p™ (b)db. (1.15)
m €Il JpeB
Pro pripad Markovova rozhodovaciho procesu (viz Sekce ztratova funkce L nezavisi na
strategii (rozhodovacich pravidlech). Nicméné i tak je tato minimalizace v obecném piipadé
dost obtizn4.
Uvazovany alternativni pristup, tzv. plné pravdépodobnostni ndavrh (déle zkracené jen PPN),
voli:
opt __ . T I
%" = arg min D (p @)l p(b)),

kde pravdépodobnostni funkce /p(b) je z pohledu agenta idedlni model chovani systému a IT je
mnozina pripustnych strategii (v piikladé na Obrazku|1.2]je IT = {m, m2}).

371 je strategie, zajistujici modré chovéni uzaviené smycky a 7 je strategie, zajistujici Gervené (Obrézek .
4tento piistup je jadrem Markovova rozhodovaciho procesu, viz Definice
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1.3 Markoviv rozhodovaci proces

Markoviv rozhodovaci proces [24] (angl. Markov decision process), déle jen MRP, se hojné
vyuziva k feSeni rozhodovacich tloh. Uziva souctovou ztratu nezavislou na strategii.

Definice 12 (Markoviv rozhodovaci proces). Diskrétni Markoviv rozhodovaci proces je defi-
novan jako pétice (T, S, A, L, p), kde:

e T je koneénd mnozina ¢asovych indexu, vVt € T, T C N,

o S je kone¢nd a diskrétni mnozina vsech stavu systému, s, € S (Vi € TU{T}),
o A je konecnd a diskrétni mnozina vSech akci agenta, a; € A (vt € T),

e p:S XA xS — (0;1) je pravdépodobnostni model systému E],

e L:S XA xS — R je ztratova funkce (angl. loss function).

Posledni dvé zobrazeni v Definici [12]1ze intuitivné interpretovat takto: model systému, ktery
je popsan tabulkou prechodovych pravdépodobnosti p (si41|at, s¢), udava, s jakou pravdépodob-
nosti se systém ocitne ve stavu s¢41, pokud v minulém casovém kroku byl ve stavu s; a agent
provedl akci a;. Ztrdtovd funkce je vliastné kritérium nespokojenosti agenta s aktudlni situaci (tj.
St+1, St, a¢) a vyjadiuje cile agenta: najit strategii vedouci k mensi souctové ztraté.

MRP stoji na tzv. Markovové predpokladu:

Predpoklad 1 (Markovuv predpoklad). Stav systému v Case t + 1 zavisi jen na stavu a akci
predchoziho ¢asu t. Formélné tedy

p(St+1la, st) =p (st+1|at, st) . (1.16)

Jinymi slovy, agent uzivda model, ktery ma pamét rovnou jedné - pamatuje si jen jeden krok do
minulosti. S pouzitim Pfedpokladu (1) pak i optimélni strategie ma tvar: @ = (p (a¢|s¢)),cp-

Pozndmka. Pozor, nezaménovat MRP s Markovovym procesem. Markoviv retézec (nebo také
Markovuv proces) je ndhodny proces, popis je realizovan pouze pomoci stavii systému. Muze byt
jak diskrétni (angl. discrete-time Markov chain), tak i spojity (angl. continuous—time Markov
chain). Z4dné rozhodovani tu neprobiha. Markoviv rozhodovaci proces je zobecnéni Markovova
procesu, je obohacen o moznost ovliviiovat stavy pomoci volenych akei (a tim vznikd prostor
pro rozhodovaci tlohu )|

Reseni MRP je hledéno jako minimum oéekévané ztraty:

opt — : i
™ argwmelﬁE LEZTL(stH,at,st)] , (1.17)

kde IT je mnozina vSech strategii (cf. (1.15))). Pro L nezavislé na 7 € II je optimalni strategie
deterministické [24].

5V uvazovaném diskrétnim piipadé je ve tvaru tabulky pfechodovych pravdépodobnosti p (sii1]az, s¢)-
5V nékterych esky psanych zdrojich je pojem Fetézce pouzivan pro diskrétni ¢as a pojem procesu pro ¢as
spojity.
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1.4 Plné pravdépodobnostni navrh

Vzorec déva pravdépodobnostni popis uzaviené smycky pro vSechny casy t € T. V
uzaviené smycce mé agent svij cil (preference) vzhledem k systému a sva omezeni (viz Sekce.
Agent pro popis svého cile vyuzije pravdépodobnostni model podobny , tj. ! p(b). Vystihuje
tak pro néj zadouci chovani uzavrené smycky.

Pouzitim rozkladu jako ve vzorci dostaneme:

(L.3) _
T (b) 3 H Ip (stﬂ\at,st)lp (at|at L st) (1.18)
teT
Aplikaci Pfedpokladu [1] se vysledny vztah vyrazné zjednodusi:
©3)
Ip(b) ! H Tp (St+1]at, St)lp (ag|st). (1.19)
teT
V (1.19) vyrazy na pravé strané maji nasledujici vyznam:

o Ip(sip1las, s¢) — tzv. idedlni model: model systému, ktery popisuje idealni chovani systému
z hlediska cili agenta.

o Ip (a¢|s¢) — tzv. idedlni rozhodovaci pravidlo: rozhodovaci pravidlo, které agent preferuje
(zohlednuje jeho cile, omezeni, ...).

Pravdépodobnostni funkce (1.19)) popisuje idedlni chovini uzavrené smycky do casu T.

Definice 13 (Plné pravdépodobnostni navrh - PPN). Méjme model systému p (s¢41]as, s¢) a
pravdépodobnostni funkci, popisujici idedlni (z hlediska cila agenta) chovani uzaviené smycky
Ip(b). PPN-optimdini strategii nazveme takovou strategii, ktera zajistuje minimalni odli$nost
mezi chovinim uzaviené smycky a idedlnim chovanim uzaviené smycky, tj.

opt : 5 I
w7 € arg min D (p7 (0)]|'p(0) (1.20)

kde D(-||-) je Kullback—Leiblerova divergence, viz Definice

Pozndmka. Axiomatické zdiuvodnéni této definice je v [12].

Intuitivné PPN je snaha najit akce, které zajisti, ze realita bude maximalné blizka k prani.

Véta 4 (Reseni PPN v diskrétnim pifpadé). Necht A, S jsou diskrétni mnoziny a a; € A, s; € S
pro vt € T. Necht médme model systému p (s¢+1|a¢, $¢) a popis idedlniho chovani uzaviené smycky

ve tvaru pravé strany (|1.19).

Pak optiméalni rozhodovaci pravidlo pro cas t € T najdeme takto:

PP (auls1) = Ip (arlsr) 22 (221(3“ ) (1.21)

kde

p(5t+1|at73t)
d(a ,St) = S Gt, S In ’ 1.22
(ag, st) > p(serilas, se) Iy (spt1lag, s¢) h(ses1) )

St+1E€S
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h(st) = Y "p(aslst) exp (—d(at, 51))

at€A

(1.23)

Hleddme optiméalni rozhodovaci pravidlo pro kazdy c¢as t € T, prochazime casy “pozpatku”,
tj. pocitdme pomoci tzv. indukce pozpatku (angl. backward induction). Vypocet zac¢ind na cCase

t = T pocinaje:
h(ST) =1 VspeS.

Optimalni strategie je pak posloupnost optimélnich rozhodovacich pravidel:

opt _ ( opt ) .
™ PP (ar]st) T

Diikaz. Zde bez dikazu, lze najit v [27].

Zakladni princip PPN je schematicky zobrazen na Obrézku

idealni chovani,
které agent

preferuje )
J @ .’v4
N
redlné chovani,
které t mé Reseni:
eré agent ma Problém: ResSeni
Jakou posloupnost akci ma opt . I
agent volit, aby priblizil P = argggﬁlD(P(b)H (b))
sveé realné chovani k
preferovanému?

Obréazek 1.3: Mustrace jak funguje PPN

Uvedme nékteré prednosti a nedostatky pristupu PPN ve srovnani s MRP.

Prednosti:

o MRP je specialni ptipad PPN (ukézano v [12]).

(1.24)

(1.25)

o PPN diky zndhodnénému rozhodovacimu pravidlu (vystupem PPN je v kazdém c¢ase prav-
dépodobnostni funkce nad prostorem akci, (1.21])) Tesi problém prizkumu (exploration)
implicitné. MRP strategie je deterministickd (vystupem je optimélni akce) a proto MRP

potfebuje dodatecné feseni exploration-problému.

e PPN je realizaci sndze aproximovatelného zobrazeni (mé explicitni formu w°Pt).

"Zdroje ilustraci: https://kirill-yasko.com/wp-content/uploads/2010/01/cow_on_ice. jpg,

https://cdnimg.rg.ru/i/gallery/76a441bd/1_9b58aelc. jpg)
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Nedostatky:

« Konstrukee idealniho chovani systému ‘p(b) je nejednoznacné a dosti technicka.

o Neni-li poznavani (angl. exploration) tfeba, pak dosahovana kvalita feseni PPN je horsi,
nez je mozné.

1.5 Bayesovské odhadovani parametru

Pro MRP i PPN je potfeba zndt model systému p (s¢i1|as, s¢). Ten ovSem k dispozici (v
naprosté vétsiné pripadi) nemédme. Proto budeme chtit ho zkusit vytvorit z toho, co mame -
z dat (stavy a akce z predchozich ¢asi) a apriornich znalosti. Idedlni by bylo, aby vyhovoval
kritériu, které pred casem vyslovil S. Hawking ve své knize “Velkolepy plan” [5]:

Model je dobry, kdyz:

1. Je elegantni.
2. Obsahuje jen madlo libovolnych nebo nastavitelnych parametri.

3. Poskytuje podrobné predpovédi o budoucich mérenich, kterd mohou model potur-
dit nebo vyvrdtit, podle toho, zda se predpovédi ukdzZou spravné, nebo mylné.

Pii konstrukei takového modelu se opfeme o teorii odhadovani (angl. estimation theory).
Jejim cilem je odhadnout nepozorované parametry systému na zakladé pozorovanych veli¢in ¢i
signdlt. Existujici dva pristupy: parametricky a neparametricky. Prvni pristup je pouzivan v
pripadé, ze je znam matematicky model systému a chceme urcit jen neznamé parametry tohoto
systému. Neparametricky pristup slouzi je zkouméani objektd s neznamou strukturou. Tim se
déle zabyvat nebudeme.

Budeme uvazovat rozsitené chovani uzaviené smycky, které lze zapsat takto:

bT = (STa ar—1,8T—1, -+, A, Sty - -, CLl,Sl,H), (126)

kde 0 je zatim blize neurceny parametr systému. Jedna se o specialni ptfipad vnitini velic¢iny —
neméni se totiz v case.

Cilem agenta je s pouzitim pouze téchto informaci naucit se predpovidat “co bude dal”, tj.
v jakém stavu s;11 € S bude systém v dalsim ¢asovém kroku, kdyz jeho minuly stav byl s; a
akce agenta byla a;. Mdme tedy k dispozici data (s, a'), kde

st = (s1,89,...,8¢), a' = (a1,as,...,a;), teT.

a potrebujeme ziskat predpoved
p(siy1]a’, s'), t € T. (1.27)

Predpoklad 2 (Model systému a jeho parametr). Predpokldddme, Ze mame parametrizovany
Markovuv model

p(st-f—l’at:stug) :p(st+1|atust70) 5 (128)
kde parametr systému 6 € © je neznamy. V uvazovaném diskrétnim pripadé parametr 6 tvori
hodnoty prechodovych pravdépodobnosti

def.
= 08t+1|at,8t >0, Z 03t+1|at73t = 1. (1‘29)

St+1E€S

p(sey1la’, s',0) = p(siaar, st 6)
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S modelem ([1.28)) a s pouzitim Véty [1| a Definice [3| dostaneme hledanou predpovéd
p(sip1lat, sh) :/ p(s¢41,0)at, s")do :/ p(stx1]at, si, 0)p(0)a’, sH)do. (1.30)
0c® 0e®

K nf potfebujeme ziskat aposteriorni hustotu pravdépodobnosti p(f]a’, s') pro uvazovany para-
metricky model ([1.29)). K tomu uzijeme vyjadieni pomoci Kroneckerovy delty (|1.9)):

) (s,
O isfanss = L[ [T TLOo0s) ol o), (1.31)

S€S a€A seS

Zacneme tim, Ze pouzijeme tedy Bayesuv vzorec pro ziskdn{ rekurze zahrnujici do p(6]a?, st)
nova data. VyuZijeme piitom fetézového pravidla (1.3)f]

p(0la’, s = p((ait1,a"), (ser1, 8"))
die @) p(0, arr1, s41la’, s")
Joco P(0,at41, s¢41]at, st)dod

dle (3)  plags+1, ser1lal, s*,0)p(flat, s?) (1.32)
fee@ plats1, ser1]at, st,0)p(0lat, st)dé
dle (1.3) p(stJrl |at> Stv 9)p((lt+1 |at7 St+1a 0)p(9|at7 st)

fge@ p(stJrl ‘ata Stv e)p(at+1 |at7 St+17 e)p(mata St)de.

Dle Predpokladu [2| prvni ¢initel v ¢itateli posledné ziskaného zlomku je p(sy1|ay, s¢, 0). Po-
sledni ¢initel téhoz citatele, p(fa’, s*), mame — je to korigovand apriorni znalost o parametru
(viz bayesovsky piistup ve statistice). Prostiedni éinitel, p(asr1]at, s'1,0), je ale pro nés pro-
blematicky. Totiz agent pro generovani svych akci a;y; neznad parametr systému 6 (a tedy nezna
ani, jak zavisi hodnota parametru na datech). Proto pfijmeme nasledujici predpoklad:

Predpoklad 3 (Ptirozené podminky fizeni, [23]). Predpoklddame, ze

plagsila’, s, 0) = plagiala’, s). (1.33)

S vyuzitim (1.28) a ([1.33]) 1ze (1.32) upravit takto:

p(0la™, st+1) = Pl s OplOlas ) (134
Joco P(st41lat, s¢,0)p(0at, st)do

Pro parametricky model ((1.29)) zvolime apriorni pravdépodobnost ve tvaru Dirichletovy hus-
toty (rovnice ([1.11)) dané Vy(5,a,s) >0, §,s €S,a € A

HVO(s,a,s) 1
p(0) = p(0]s°,a”) = Dir(0|Vo) = [] [] H% (ZVO ) (1.35)

sES a€A | 5€S 3€S

8Poznamenejme, 7e integraly ve jmenovatelich zlomk jsou pouze normalizace (integrand je pokazdé shodny s
Citatelem). V literatufe jsou Casto odbyty formou konstanty, my jsme se ale rozhodli je pro ndzornost a tplnost
Uprav ponechat.
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Pak s vyuzitim (1.34) a (1.31]) se tento tvar zachovavd, tj. p(f|at, s') = Dir(|V}), pricemz
Vit1(8,a,8) = Vi(3,a,s) + 0(3, s¢41) 0(a,ar) 6(s,s¢), VteT. (1.36)
Odpovidajici prediktivni pravdépodobnostni funkce ([1.27) je

Vt(8t+1, at, St)
2565 W(§7 at, St) ’

p(sir1la’, s) = p(sev1|ar, s¢, Vi) = vt e T. (1.37)

1.6 Zabudovani externi znalosti do odhadovani

Bayesovské odhadovani parametru modelu (Sekce odhaduje neznamy parametr parame-
trického modelu s cilem zpresnit predpovéd budouciho stavu na zdkladé dostupnych dat,
. V praxi je ¢asto k dispozici externi znalost (napf. od experta nebo jiného pozorovatele,
ktery pracuje se stejnym systémem). Tato znalost muze byt vyjadiena ve tvaru marginalniho
modelu, predikujicim budouci stav, tj. pe(si4+1). Vznika tedy otdzka jak tuto znalost zahrnout
do algoritmu odhadovéani, abychom upravili vyslednou aposteriorni hustotu pravdépodobnosti
(1.35).

V préci [15] byl navrzen postup, jak to udélat optimalnim zpusobem.

Véta 5 (Slucovani znalosti). Necht p(siy1lae, st, @) je parametricky model pro parametr 6 € ©
a pe externi znalost o sy11 ve formé modelu p. = p(si+1). Pak aposteriorni model parametru
uzivijici pe je

p(0lat, s') exp (w Zst+1€S De Inp(S¢41]at, st, 9))

p(8la"™, s pe) (1.38)

feee p(flat, st) exp (w 28z+1es Pe 11129(5t+1|at,8t79)> d¢

kde w € [0,1] je koeficient vyjadiujici duvéryhodnost zdroje informace, poskytujiciho pe, tj.
w = 0 znamena absolutné neduvéryhodny zdroj, hodnoty w blizké k 1 znamenaji vysokou
davéru ke zdroji informace.

Diikaz. ze najit v [15]. o

Pozndmka. Upozornéme, ze v (1.38]) ve jmenovateli je integrél z ¢itatele, zarucujici normalizaci.

Pozndmka. Zduraznime, ze v ([1.38) externi znalost p., model systému, hustota popisujici pa-
rametr i rozhodovaci pravidlo se jako funkce méni v ¢ase. Kvuli prehlednéjsimu zdpisu indexy
casu k témto funkcim ale nepiseme.

Jinymi slovy, Véta 5| navrhuje rozsiteni Véty [I] tak, ze upravi apriorni informaci o parametru
p(0|at, s') pomoci externi znalosti p. o budoucim stavu s;41.
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Kapitola 2

Plné pravdépodobnostni ucici se
agent

V této kapitole zkonstruujeme agenta, ktery funguje v uzaviené smycce, viz Obrazek
Tento agent bude pro generovani svych akei vyuzivat PPN (Sekce [1.4]) a bude se uéit pomoci
bayesovského odhadovéni (Sekce [1.5)).

2.1 Konstrukce agenta

Nejdfive okomentujme casovou navaznost uzaviené smycky, kterd je zndzornéna na Ob-
razku Agent v Case t napozoruje stav systému s;, na zdkladé tohoto pozorovani zvoli opti-
mélnif'_-] akci as. Po realizaci této akce systém prejde do stavu sy41, ktery agent zpozoruje v case
t+ 1. Poté se cely proces opakuje znovu. Pii tomto prirozené vznika tzv. dopravni zpozZdéni, kdy
S¢+1 je pozorovan teprve po realizaci a, tj. v ¢ase t, kdy agent navrhuje akci a; jeSté nezné s¢y1.
V tomto casovani prediktor je ve tvaru p(si+1|ae, s¢) (a tak to pouzivime v celé préci).

a1 a; at1

Obrazek 2.1: Prijata casova konvence v uzaviené smycce

Jedna se vSak pouze o konvenci a ¢asové indexy lze libovolné posunout, napi. mtzeme pra-
covat s prediktorem ve tvaru p(si|at, si—1). OvSem pak musime posunout ¢asové indexy odpovi-
dajicim zptsobem i ve vSech definicich, vétach a predpokladech v Kapitole

LOptimélni z hlediska naplnéni cile agenta.
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Obréazek 2.2: Struktura kooperujiciho agenta.

Struktura uciciho se agenta, ktery pouziva PPN a interaguje se systémem v uzaviené smycce,
je zobrazena na Obréazku 2.2} Hlavnimi bloky takového agenta jsou: odhadovan{ a navrh opti-
malni strategie. Pomoci odhadovani na zakladé napozorovanych dat agent nalezne prediktor
budouciho stavu, ktery pak pouzije v navrhu. Aproximace umoznuje ziskat vypocetné zvladnu-
telny navrh strategie.

Pro navrh uciciho se agenta, pouzivajictho PPN potrebujeme umét vyjadrit cile agenta po-
moci idealniho modelu systému a idealniho rozhodovaciho pravidla, které dohromady tvori model
idedlniho chovani uzaviené smycky ‘p(b), . Vyjadreni cile pomoci idedlniho chovani uzaviené
smycky p(b) je netrividlni problém, nazyvany kvantitationi popis preferenci (angl. preference
elicitation), [I3], [I]. Velmi casto volba p(b) je nejednoznacna a jeji konstrukce z dostupnych
znalost{ a pozadavkil agenta je dosti technicka. V této praci pouzijeme zptisob konstrukece p(b),
ktery je navrzen v ¢lanku [10] a rozebran v Sekci

2.2 Volba idealu pro PPN

Predpokldadame, ze agent poskytuje popis svého cile pomoci funkce L : S x A x S — R. Tato
funkce vyjadiuje ztratu, kterou utrpi agent pii konkrétni realizaci trojice (si41,as, st)ﬂ Pak lze
pouzit Proposition 6 ze ¢lanku [10], kterd pro nas pripad muze byt preformuloviana nasledujicim
zpusobem:

2Pokud ztratova funkce nenf k dispozici, predpoklddédme, Ze ji lze snadno zkonstruovat z preferenci agenta.
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Véta 6 (Volba idedlu do PPN). Necht p(b) je chovani uzaviené smycky a L(b) =
>oiet L (St41,at,5:) je celkova ztratova funkce, dand dilécimi ztratovymi funkcemi agenta

L(st41,at, 5t)-
Pak popis idedlntho chovani uzaviené smycky najdeme takto:

p(b) exp (—H2)

I
p(b) = 2 (2.1)
> beB P(b) exp (*%)
pro A > 0. Z toho vyplyva, ze
L(st+1,at,5¢)
P(8¢41, ag|sy) exp -
Ip(st+1,at|st) = ( ) (2.2)

L 3 ) ’
ZsH.lES ZateA P(St11,at|s¢) exp (“(SHIAM St))

Ziskané Tp(s;i1,a¢|s;) pak lze za pomoci (1.2) rozlozit na idealni model systému a idealni
rozhodovaci pravidlo:
Tp(ser1, arlse) = Tp(setlas, se) plalse). (2.3)
Daéle plati, Ze pro A — 07 optimélni strategie, nalezend pomoci PPN s idedlem volenym
podle (2.2) konverguje k optimélni strategii podle MRP ((1.17)).

. : I _ R
,\ligﬁ arg min D (p(b) I p(b)) = arg min E L;r L (s¢41,a, St)} . (2.4)
Diikaz. Odvozeni této véty je v [10]. o

7 praktického hlediska to znamend, %e pro konstrukci ‘p(b) pii zadané ztratové funkci L
potfebujeme uz jen vhodnym zpusobem zvolit parametr A. Tento parametr, jak je patrno z
, vyjadiuje miru, do jaké agent trva na svém cili. Cim vice trvad agent na svjch cilech,
vyjadienych ztratou L, tim mensi musi byt A a naopak (¢im méné trva agent na svych cilech,
vyjadienych ztratou L, tim vétsi musi byt ).
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Kapitola 3
Spoluprace agentt

Tato kapitola se zabyva tlohou rozhodovani ve vice-agentnim prostfedi. Vzhledem k tomu,
ze implementace a testovani (experimenty) budou probihat na Nashové obchodni hte, tloha
spolupréce agentti bude popsana a zformulovana pro tuto hru.

3.1 Vice—agentni rozhodovaci iloha

V predchozi kapitole jsme popsali agenta, ktery fesi vlastni rozhodovaci dlohu viéi sys-
tému.Tento systém ale muze zahrnovat i dal$i agenty - tzv. sousedy (viz priklad s fotbalistou v
Uvodu). Sousedé maji vlastni cile na prostoru chovani b € B, které mohou byt jak podporujici
vuéi nasemu agentovi, tak i nepratelské. Je zajimavé, ze i v pripadé protichudnych cila (nejsou-li
vylozené antagonistick@, spoluprace se agenttim vyplati. Napt. predstavime—li si dvé auta na
uzkém mosté, v pripadé, ze ridi¢i budou spolupracovat, rychleji projedou. Na druhou stranu i
spolupréaci podporujici soused mize ublizit, pokud nebude respektovat agenta a naopak.

V této kapitole se budeme Tesit implicitni kooperaci agenti. Implicitni znamenad, ze agenti si
vymeénuji nikoliv konkrétni akce, ale jinou formu znalosti, napr. model. Pritom se predpoklada,
Ze agent je schopen i ochoten spolupracovat, tj.:

e sousedé poskytuji agentovi Cast svych znalosti, které agent muze vyuzit pri reseni své
rozhodovaci tlohy,

o agent poskytuje ¢ast svych znalosti sousedim, ktefi ji pripadné (mohou a nemusi) vyuziji
ve svych rozhodovacich tlohéch).

3.2 Nashova obchodni hra

Nashova obchodni hra (angl. Nash demand game), déle jen NOH, byla navrzena Johnem F.
Nashem [22] jako priklad nekooperativniho modelu sekvenéniho obchodovani mezi dvéma hrééﬂ
Dva agenti si rozdéluji urcité mnozstvi penéz. Pokud se nedohodnou na zptsobu rozdéleni, nikdo
nedostava nic. Takto formulovand tloha muze napr. ilustrovat smlouvani prodavace a kupujiciho
o cené zbozi. Automatické smlouvani a jednani je nezbytnou soucdsti modernich kyberneticko—
fyzikédlné—socidlnich systému [I8] a m4 sirokou skélu aplikaci: automatické vyjednévani v siti
[29], fizeni dopravniho provozu a dodavani energie [19], systémy vice robott [§] a dalsi.

IP#ikladem jsou véle¢né tilohy, kdy cilem je znidit soupeie.
2Je také zndma pod nézvy Dividing the Dollar, Dividing the Cake, Buyer and Seller a jiné.
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Pravidla Nashovy obchodni hry (NOH) Hra se sklad4 z pfedem stanoveného poétu kol
(oznacime T'). V kazdém kole ¢t < T

e Hraci si maji rozdélit fixovanou, predem zndmou ¢astku g € N.

« Oba hraéi soucasné navrhnou, jaky podil ¢astky g chtéji. Céstka navrzena jednim hracem
je pro jeho protihrace nezndma (a naopak).

e Hraci prozrazuji navrzené castky, a pokud jejich soucet je mensi nebo roven ¢, kazdy
dostane to, co chtél (a zbytek do ¢astky ¢ nedostédva nikdo). Pokud soucet bude vétsi nez
¢, nikdo nedostava nic.

Je tu vidét problém spjaty s neoptimalnim rozhodovanim agentii, ktery mutze vést k neefektiv-
nimu rozdéleni prostiedkii. Konkrétné jde o situace, kdy z diivodu prehnanych pozadavkt agenti
cela ¢astka propadne, anebo kdyz pozadavky budou prilis skromné a ¢ast q zustane nevyuzita.
V praktickych tlohach, které jsou modelovany a feseny pomoci NOH, to mize vést k vysokym
ztratam.

Nehledé na zdanlivou jednoduchost NOH, je to dobry model dynamické alokace zdroju [6],
[26] protoze dochazi ke kooperaci agentu i bez jejich explicitniho smlouvani (hra samotnd je k
tomu nuti svoji strukturou). Také slouzi k vyzkumu povahy lidského smlouvani.

3.3 Formulace NOH jako rozhodovaci ulohy

Jesté jednou zduraznime, Ze tato prace se zabyva distribuovanym rozhodovanim, coz zna-
mend, ze bude formulovat a Tesit tlohu ndvrhu optimalni ¢astky z pozice jednoho z hrach. V
tomto pripadé jeho protihrd¢ bude mit roli systému, viz popis uzaviené smycky v Sekci Je
pri tom zfejmé, ze akce, kterou zvoli protihrac¢ v predchozim kole bude pozorovanym stavem pro
agenta v aktualnim kole hry, viz pravidla NOH v Sekci

Pokud budeme formulovat rozhodovaci tlohu z pohledu protihrdce, symetrie pravidel NOH
implikuje, ze v tomto pripadé systémem protihrace bude agent, coz je schematicky zobrazeno
na Obréazku 311

Protihrac

Systém pro agenta

|0t = St+1 ar=St+1

Agent

Systém pro protihrace

Obréazek 3.1: Uzaviend smycka pro dva agenty: akce agenta je budoucim stavem pro protihrace
a naopak. Casové indexy odpovidaji pfijaté konvenci podle Obrazku
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Pravidla hry nepredpokladaji zddnou koordinaci agenti pii navrhu pozadovanych castek.
Pokud by $lo o centralizované rozhodovani (viz str. , byl by specidlni agent—moderator, ktery
by urcil optimaln{ akei kazdého hrace. OvSem predstavime-li si piiklad s fotbalistou z Uvodu,
centralizovany pristup neni mozny (rozmérnost ulohy bude ptilis vysokd). Pravé proto se zamé-
fujeme na distribuované reseni. Predpokladame, ze hraci pro navrh svych pozadovanych c¢astek
pouzivaji PPN (viz Sekce . Pripomenime, ze agent pouzivajici PPN operuje s nékolika prav-
dépodobnostnimi modely:

o model systému, p(sy11|s¢, ar) ziskany ucenim,

« model svého cile (idedl), Tp(siy1|s¢, ar) Tp(as|s;) ziskany dle Véty |§| pro ztratu plynouci z
NOH,

o model rozhodovaciho pravidla, p(a¢|s;), optimalizovany PPN.

Prirozené, v pripadé agenti pouzivajicich PPN, muze implicitni kooperace probihat pres sdi-
leni jednoho nebo nékolika téchto objektl. V této praci predpokladame, ze kooperujici protihrac
sdili své posledné navrzené rozhodovaci pravidlo. Tuto informaci bude agent zpracovavat spolu
s vlastnimi pozorovanimi, ¢imz zptesni svij model protihrace a dokaze navrhnout akci, ktera
lépe zohledni protihrace.

3.4 Kooperace hracid v NOH: detaily algoritmu

Ulohu fesime z hlediska agenta. Jak vlastné probihé spoluprice z hlediska algoritmu? V
Sekci jsme dostali vzorec pro rekurentni opravu statistiky V; (1.36]) pozorovanymi daty,

V;H-l(ga a, S) = ‘/15(57 a, 3) + 5(5) St-‘rl) 5(0’7 at) 5(87 St)'

Protihra¢ poskytuje svoje rozhodovaci pravidlo (z minulého ¢asového kroku), coz je pro
agenta externi prediktor, popisujici stav, tj. pe = pe(st+1). Agent tuto informacﬁ pouzije pri
odhadovéan{ parametru v ¢ase t, viz Véta 5 kterd pro pfedpokladany diskrétni stav mé tvar

p(0la’, s', pe) o p(6a’, s') exp Z Pe(St+1) In (p(St41]8¢e, at,0)) ¢ - (3.1)
5t+1ES

Zduraznime, ze v (3.1)) pe(si+1) je funkce na mnoziné S. S vyuzitim predpokladu (1.29)), (3.1))
lze zapsat

p(0|at’3t’pe)o(p(9|at’3t)exp w Z pe(st+1)ln (95t+1|at75t) s (32)

St+1€S

kde parametrizovana pravdépodobnostni funkce prechodu mezi stavy 0, |q,,s, j€ ddna vztahem
(1.31)). Po substituci a tpraviach dostaneme aposteriorni hustota pravdépodobnosti ve tvaru

p(0la’, 5", pe) o H H H ;/‘taias H 9;’?5;““” , Vay € A,s; €8S. (3.3)

€S a€cA seS St+1ES

Vyraz v hranatych zavorkach v (3.3) muze byt prepsan nasledujicim zpusobem

= [T IT T o277, (3.4)

S€S acA seS

3Informaci je myslen pfedpis funkce p., nikoliv jeji hodnota v bodé.
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S oznacenim (3.4)), (3.3) dostava tvar

p(9lat,st.pe) o< [T TT 11 svfa‘;“*w”e 5) O(a,ar) O(s,s0) =1 (3.5)

S€S acA seS

kde hodnota statistiky zohlednujici externi informaci je (porovnejme se vzorcem (|1.36))

Vi(8,a,8,pe) = Vi(8,a,s) +wpe(§) §(a,ar) d(s, st). (3.6)
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Kapitola 4

Experimentalni ovéreni

Tato kapitola popisuje experimenty pro testovani choviani hrace v Nashové obchodni hie
(Sekce a ovéreni prinosu kooperace. Na zac¢atku kapitoly jsou uvedeny parametry simulace.
Déle je pak popsana struktura programu a provedené experimenty. V zavéru kapitoly je uveden
popis ziskanych vysledkt a jejich analyza. Implementace algoritmického feseni byla provedena
v prosttedi MATLAB®, [20]. Zdrojové kédy jsou prilozeny, viz Pifloha

4.1 Podstata experimenti

Navrzeny zptisob kooperace (viz Kapitola[3)) byl ovéfen pomoci simulace NOH, viz (Sekce[3.2).
Byli vytvoreni dva agenti strukturdlné shodni dle Kapitoly kazdy pouzival PPN (viz Sekce,
Bayesovské odhadovani parametru (viz Sekce [1.5]) a zpracovani informace, poskytnuté protihréa-

¢em (viz Sekee [1.6)).

Struktura kooperujiciho agenta je ilustrovina na Obrazku kde agent interaguje se
systémem (protihrdc¢em) pti rozdélovani fixované penézni ¢dstky nebo predem daného mnozstvi
néjaké komodity. Tato castka je stejnd v kazdém kole hry. Mnozstvi kol hry je predem znamo.
Cilem kazdého hrace je ziskat maximalni celkovou ¢astku.

Jak probiha interakce hraca? Agent s pouzitim svého modelu protihrace a svého idedlu
pomoci PPN vytvofi optimalni rozhodovaci pravidlo p°*(a;41|sis1) uréujici pravdépodobnost
akei v kole t+ 1 za podminky stavu. Akce agenta je generovana z tohoto rozhodovaciho pravidla.

Jak probiha kooperace? Protihrac, ktery funguje stejné jako agentﬂ a operuje se stejnymi
objekty, poskytne agentovi svoje posledni rozhodovaci pravidlo (Definice . Vzhledem k tomu,
ze v NOH akce protihrace tvori stavy, které agent pozoruje, viz Sekce rozhodovaci pravidlo
protihrace neni nic jiného nez externi prediktor budouciho stavu pe = p(si+1). Znalost tohoto
prediktoru umozni agentovi vylepsit svij odhad parametru modelu, ktery byl udélan na za-
kladé zpozorovanych dat a apriorna. Obdobné, agent sdili své posledni rozhodovaci pravidlo s
protihracem, ktery pouzije tuto znalost pro vylepseni své predikce v pristim kole.

LTj. m4 stejnou strukturu.
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Obréazek 4.1: Struktura kooperujiciho agenta. Prerusovanou ¢arou je oznaceno sdileni rozhodo-
vacich pravidel mezi agentem a protihracem.

4.2 Parametry simulace

Hra byla simulovana pro néasledujici parametry:

Celkova ¢astka k rozdéleni v kazdém kole ¢ € {6,10}. Pod jednotkou rozdélované c¢astky,
celkové ¢éastky a zisku si 1ze predstavovat penézni ménu (CZK, USD, EUR,...) nebo mnoz-
stvi jakékoliv komodity (napt. pocet dilku koléce, kdyz kola¢ je délen na g rovnych dilk).

Prostor stavu tedy v pfipadé ¢ = 6 je S = {1,2,...,5} a v pfipadé ¢ = 10 je S =
{1,2,...,9}.

Vzhledem k tomu, ze ve formalizaci NOH (Sekce je prostor akci totozny s prostorem
stavu, plati: pro g =6 je A ={1,2,...,5} apro¢=10je A ={1,2,...,9}.

Pocet kol hry (délka simulace) je T' € {50, 100,200}.

Celkova ¢astka k rozdéleni v jedné hie je urcena poc¢tem kol a ¢astkou k rozdéleni v jednom
kole tj @ = qT, tedy napt. pro g =6 a T = 50 je to Q = 300.

Véha duavéry informaci poskytnuté protihrdcem v pripadé kooperace byla w = 1 (veskera
informace je zohlednéna), v opa¢ném piipadé w = 0.

Optimalni rozhodovaci pravidlo ([1.21]) bylo pokazdé pocitano pro horizont h = 10.

Apriorni pravdépodobnostni funkce pro Bayesovské odhadovani parametru je volena jako
rovnomeérnd, v ((1.36]) volime vsechny prvky Vi rovny jedné.
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o Cile jednotlivého agenta (idedlni model a idedlni rozhodovaci pravidlo) byly nastaveny
podle Véty @] s parametry A € {0.4,0.7}, pfiemz hra¢ majici A = 0.4 pomérné piisné trva
na svych cilech, zatimco hra¢, majici A = 0.7 méa volnéjsi pozadavky.

4.3 Implementace

Jaké funkce jsou pouzivany? Program operuje na nékolika strukturach a uzivd né-
kolik funkci odpovidajicich teorii. Voditkem je Obrazek Program pracuje se strukturou
agent=[m,i,r,..], kde agent.m je model systému (protihréce), agent.m_i je idedlni model
systému, agent.r je rozhodovaci pravidlo agenta, agent.r_i je idedlni rozhodovaci pravidlo.
Vse ve tvaru pravdépodobnostnich tabulek. Hlavni funkce v programu jsou:

e funkce agent_con() vytvari strukturu agent, obsahujici agent=[m, V_t, r, m_i, r_i,
horizon, lambda, p_ext...], kde lambda odpovida A v (2.2]), V_t je statistika v (1.36)),
p_ext je externi prediktor, viz p. v (3.2).

e funkce ideal_con() soucast funkce agent_con(), vytvaii idedlni model agent.m_i a ide-
alni rozhodovaci pravidlo agent.r_i (2.3) se ztratou plynouci z pravidel NOH.

« funkce data_con() vytvai{ strukturu data, obsahujici data=[t, seed, ndat, s', af,...],
kde seed je parametr pro realizaci pseudondhodnych éiseﬂ ndat je délka simulace (pocet
kol hry).

o funkce FPD() operuje na strukture agent, na zakladé ideala agenta zvoli nové rozhodovaci
pravidlo agent.r, viz Véta [4]

e funkce generate_data() operuje na strukturach obou agentti a strukturach obou dat
kazdého z nich, z rozhodovacich pravidel navzorkuje akci a prida k datim protihrace jako
stav.

o funkce cooperate() pomoci vzorce (3.6) zohledni v modelu agenta posledni rozhodovaci
pravidlo protihréce.

o funkce learn() realizuje Bayesovské odhadovani, vztah (1.36)), a operuje na struktufe
agent tj. na zakladé novych dat upravi agent.V_t a tim i agent.m.

Jak probiha simulace hry? Na zacatku se nastavi veskeré konstanty a parametry simulace.
Poté probéhne inicializace a v cyklu pro vsechny kola hry probihaji nasledujici operace:

krok 1 oba hrac¢i pomoci PPN vygeneruji sva optiméalni rozhodovaci pravidla,

krok 2 z rozhodovacich pravidel se navzorkuji optimalni akce, které protihrace zpozoruji jako
stavy,

krok 8 hraci si navzajem predaji sva rozhodovaci pravidla,

krok 4 kazdy na zdkladé vysledka hry a rozhodovaciho pravidla (poskytnutého v kroku 3) poo-
pravi svij model protihrace pro pristi kolo.

Na konci programu probéhne vyhodnoceni celé hry a kazdému hradi se pricte prislusny zisk.

2y programu seed = 10.
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4.4 Experimenty a ziskané vysledky

Uvadime 8 experimentii, pokazdé pro vsechny pripady kooperace (oba hraci kooperuji; koo-
peruje jen jeden hrac; hra bez kooperace).

Experiment 1 Céstka v jednom kole ¢ = 6, pocet kol T = 50, horizont h = 10. Parametr X,
(2.2)), uréujici miru trvan{ hrace na svém ideéluﬂ A = Xy = 0.4.
Cil Experimenta 1-6 je zjistit jak se vliv kooperace projevuje na rizné dlouhych hrach
za podminky, Ze oba hraci maji stejné nastavené idealy.

Experiment 2 mi stejnd nastaveni jako Experiment 1, jen délka hry je T' = 100 kol, ¢imz
celkova ¢astka za hru je Q = 600.

Experiment 3 mi stejnd nastaveni jako Experiment 1, jen délka hry je T = 200 kol, ¢imz
celkova ¢astka za hru je Q = 1200.

Experiment 4 Castka v jednom kole ¢ = 6, poc¢et kol T' = 50, horizont h = 10. Parametr
A1 = Ay = 0.7, tzn. agenti shodné a pomérné volné trvaji na svych cilech, vyjadrenych
ztratou L (2.2)). Pfitom vétsi hodnoty A dovoluji vetsi rozptyl akei.

Experiment 5 mi stejnd nastaveni jako Experiment 4, jen délka hry je T' = 100 kol, ¢imz
celkova castka za hru je Q = 600.

Experiment 6 mi stejnd nastaveni jako Experiment 4, jen délka hry je T' = 200 kol, ¢imz
celkova castka za hru je Q = 1200.

Experiment 7 Castka v jednom kole je ¢ = 6, pocet kol T' = 100, horizont h = 10. Prvni
hra¢ pomérné piisné trva na svych cilech A\; = 0.4, zatimco druhy hra¢ ma pomérné volné
pozadavky, Ay = 0.7, ¢imz dovoluje vétsi rozptyl svych akci.

Cil Experimentu 7 je zjistit vliv kooperace, kdyz hrac¢i maji rizné miry trvani na svych
pranich.

Experiment 8 Castka v jednom kole ¢ = 10, poc¢et kol T' = 10000, horizont h = 10, ¢mz
celkova castka za hru je Q = 10000. Parametr \; = Ay = 0.7, tzn. agenti shodné a
pomeérné volné trvaji na svych cilech ¢imz dovoluji vétsi rozptyl akei.

Cil Experimentu 8 je zjistit vliv kooperace ve hie s dlouhym béhem, vétsim poctem
stavi a akci a méné presnou predstavu o idedlu (coz pfiblizuje napf. podminky redlného
obchodovani).

Vyhodnocovani vysledkt Pro vyhodnoceni experimentt byly pouzity nasledujici hodnoty:

o celkovy zisk hrace za hru (individualni, tj. pro kazdého hréce sviij). Je to soucet vSech po-
zadavku hréce (tj. jeho akei) v kolech, kdy obchodovani bylo ispésné, tj. soucet pozadavki
obou hrac¢u byl mensi nebo roven celkové ¢astce rozdélované v daném kole.

e nevyuzitad c¢astka. Nevyuzitou c¢astkou je myslen soucet zbylych ¢astek pres vsechna
kola, tj. jsou to prostredky (komodity), které zadny z agentt nedostal. Pricemz jsou tam
zahrnuty situace, kdy pozadavky agentu byly nekompatibilni (soucet akci obou agenti
byl vetsi nez q a proto celd ¢astka k rozdéleni propadla) i situace, kdy rozdéleni probéhlo
neefektivné (pozadavky hracu byly nizké a ¢ast prostfedki zustala nevyuzita, napt. jeden

3Cim vice trva agent na svych cilech, vyjadienych ztratou L (2.2)), tim mensi je A a naopak.
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z hrac¢u pozadal o ¢astku 2, druhy o ¢astku 1, takze z ¢astky k rozdéleni ¢ = 6 zustalo
nevyuzito 3).

e uspésnost hry vyjadiuje procento tspésnych kol, tj. vSech kol, kdy pozadavky hraca byli
kompatibiln{]

Ziskané vysledky jsou zaznamenany v tabulkich, kde v levém sloupci jsou pokazdé uvedeny
parametry, dale rezim kooperace kazdého agenta, zisk kazdého agenta, nevyuzita castka a pro-
centudlni uspésnost. Vyjma Experimentu 8, ¢astka k rozdéleni v kazdém kole je ¢ = 6. Celkova
castka za hru zavisi na poctu kol T

Parametry ( f?c;zgegicﬁe) Zisk Nevyuzita | Uspésnost
experimentu agent 1 | agent 2 | agent 1 | agent 2 castka %
T =50 1 1 98 110 92 69.3
Al=X =04 1 0 90 93 117 61.0
h =10 0 1 93 104 103 65.7
@ =300 0 0 78 88 134 55.3
T =100 1 1 235 255 110 87.1
Al=X=04 1 0 191 208 201 66.5
h =10 0 1 222 237 141 76.5
@ =600 0 0 166 183 251 58.1
T =200 1 1 505 536 159 86.7
Al=X =04 1 0 441 464 295 75.4
h =10 0 1 472 494 234 80.5
Q = 1200 0 0 403 427 370 69.2

Tabulka 4.1: Vysledky Experimentti 1-3. ¢astka k rozdéleni v kazdém kole je ¢ = 6

Ziskané hodnoty v Tabulce ukazuji, ze kooperace evidentné pomaha, tj nejvyssi zisk maji
oba hraci v situaci, kdy oba kooperuji (hodnoty vah jsou (wy,ws2) = (1,1)). Zaroven v tomto
pripadé je uspésnost hry nejvyssi a nevyuzita ¢astka je nejmensi. V pripadé, kdy zadny z hraca
nekooperuje, jsou vysledky nejhorsi (zisky hréaca nejmensi).

Z porovnani vyvoje hodnot nevyuzité ¢astky pro Experiment 2 a plné kooperacni hru (viz
Obrazek a pro hru bez kooperace (viz Obrazek je vidét, ze v pripadé kooperace velikost
nevyuzité ¢astky v kazdém dalsim kole postupné klesa, ostatné jako pocet nedspésnych kol (kol,
kdy rozdéleni ¢astky neprobéhlo a nevyuzitd ¢astka je rovna ¢). Na Obrazku je videt, ze
v druhé poloviné hry, cca po t = 50, uz zadné neispésné kolo nebylo, coz je dano tim, ze
agenti se jiz naucili model protihrace a doslo k vyraznému zmenseni poctu netuspésnych kol a
castek, které zustaly nevyuzity. Naopak v pripadé, kdy agenti nekooperuji, nevyuzita ¢astka
mé vysoké hodnoty po celou dobu hrani, viz Obrazek Casovy priibéh akci jednotlivych
hract pro Experiment 2 jsou uvedené na Obrazku (bez kooperace) a Obrazku (oba hraci
kooperuji).

V ostatnich scénarich (kooperuje pouze jeden z hracu) hodnoty uspésnosti hry a velikosti
nevyuzité ¢astky jsou mezi hodnotami ziskanymi v plné kooperacéni hie a hie bez kooperace (pro
odpovidajici experiment).

4Jinymi slovy obchod se uskuteénil, i kdyZ nemusel byt efektivni, tj. mohla zbyt nenulové ¢astka
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Obréazek 4.2: Experiment 2: Hodnoty nevyuzité ¢astky v pribéhu hry, kdy oba hrac¢i kooperuji.
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Obréazek 4.3: Experiment 2: Hodnoty nevyuzité ¢astky v pribéhu hry bez kooperace.
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Obrazek 4.4: Experiment 2: Casovy priibéh akei hracét bez kooperace.
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Obrézek 4.5: Experiment 2: Casovy pribéh akei hraci s kooperaci.
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Individualni zisky ve hre, kdy kooperuje pouze jeden z hracu, jsou asymetrické, tj. scénare
kooperace (1,0) a (0,1) nedavaji stejné vysledky: vzdy druhy hrac¢ (“agent 2” v tabulkdch) ma
0 néco lepsi vysledky.

Vysledky vSech Experimentt 1-3 maji stejné tendence, viz Tabulka [4.1], 1isf se jen v poctu
kol, ktery ovliviiuje maximalni ¢astku urcenou k rozdéleni a tim i hodnoty jednotlivych zisk.

Parametry (f?(;(;lzega_cIele) Zisk Nevyuzita | Uspésnost
experimentu agent 1 | agent 2 | agent 1 | agent 2 Castka %
T =50 1 1 78 80 142 52.7
AL =X =0.7 1 0 68 72 160 46.7
h =10 0 1 68 72 160 46.7
Q =300 0 0 68 72 160 46.7
T =100 1 1 165 171 264 56.0
Al =X =0.7 1 0 149 157 294 51.0
h =10 0 1 155 162 283 52.8
@ =600 0 0 151 158 291 51.5
T = 200 1 1 332 337 531 55.7
AL =X =0.7 1 0 307 308 585 51.2
h =10 0 1 316 316 568 52.7
Q = 1200 0 0 304 307 589 50.9

Tabulka 4.2: Vysledky Experimentt 4-6, ¢astka k rozdéleni v kazdém kole je ¢ = 6

Parametry Experimentu 4-6, viz Tabulka[4.2] se lis{ od Experimentt 1-3 pouze parametrem
A, ktery ale vyznamné ovliviiuje cely pribéh hry, jelikoz umoznuje hractim délat vice neurcité
akce. Je to vidét z hodnot ziski jednotlivych hraca. Navic pfi malém poctu kol T' = 50 (Expe-
riment 4), pokud jeden z hracu nekooperuje, vysledky jsou stejn(ﬂ Je to dano tim, ze 50 kol
nepostaci k tomu, aby se hrac¢i naucili modely svych protihract, ktefi méli dost volné rozho-
dovaci pravidla, dle kterych generovali své akce a které poskytli jako externi znalost v ramci
kooperace.

Zvétsovani délky hry méni tuto situaci k lepsimu. V Experimentech 5 a 6 uz je vidét rozdil
a opét se projevuje tendence, kterou jsme pozorovali na Experimentech 1-3: kooperace pomaha
- individudlni zisk hraca a tspésnost jsou maximalni v koopera¢nim scénari. Minima nevyuzité
castky je také dosazeno v pripadé kooperace obou hracu.

Na rozdilnosti vysledkti Experiment 1-3 a Experiment 46 jsme zpozorovali zasadni vliv
vhodné konstrukce idedlu, odrazejiciho preference hrice (v daném prikladé je to volba A). V
obou sadéch experimentt (sada 1-3 a sada 4-6) hrac¢i méli stejné hodnoty A, coz znamenalo, ze
trvali na svych cilech se stejnym dirazem. Pro srovnani byl proveden Experiment 7, ve kterém
hraci méli ruzné hodnoty A. Vysledky (Tabulka ukazuji, ze v tomto pripadé kooperace ma
podstatné mensi vliv. Scénaf bez kooperace ma nejhorsi vysledky, ovsem vysledky scénaii, kdy
oba agenti kooperuji nebo kooperuje jenom jeden, jsou srovnatelné.

Sve viech experimentech byla zdmérné pouZita stejnd hodnota seed, aby vliv ndhody byl vylouden.
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Kooperace

Parametry Zisk Nevyuzitd | Uspésnost
experimentu (1 - ano, 0 - ne) Castka %
agent 1 | agent 2 | agent 1 | agent 2
T =100 1 1 177 190 233 61.2
A =04 1 0 169 179 252 58.0
Ay =0.7 0 1 178 190 232 61.3
@ =300 0 0 167 172 261 56.5

Tabulka 4.3: Vysledky experimentu 7: ¢astka k rozdéleni v kazdém kole je ¢ = 6

Jak bylo vidét v Experimentech 4-6, vliv nejistého popisu preferenci (vysoké hodnoty A)
lze Castecné vykompenzovat délkou hrani - pak hrac¢i maji dost casu, aby se naucili modely
svych protihrac¢i. Prikladem toho je Experiment 8, ve kterém oba hraci maji vysokou nejistotu v
idedlech, pfitom ale pocet kol hry je stanoven na vysokou hodnotu 7" = 10000. Céstka k rozdéleni
v kazdém kole je zvolena ¢ = 10. Vysledky (Tabulka ukazuji, ze i v tomto pripadé kooperace
ma sice maly, ale pozitivni vliv. Celkova tispésnost je ale vyrazné vyssi nez u Experimentu 6,
ktery ma podobné parametry (vyjma q a T').

Parametry ( llfc;igegﬁcﬁe) Zisk Nevyuzitad | Uspésnost
experimentu agent 1 | agent 2 | agent 1 | agent 2 castka %
T = 10000 1 1 41620 41695 16685 83.3
AL =X =0.7 1 0 41240 40729 18031 82.0
h =10 0 1 40976 40558 18466 81.5
@ = 100000 0 0 40843 39926 19231 80.8

Tabulka 4.4: Vysledky experimentu 8: ¢astka k rozdéleni v kazdém kole je ¢ = 10
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Zaver

Tato prace se zabyva problémem implicitni spolupriace agentii ve vice—icastnickém prostiedi.
Pro feseni této tlohy jsem nastudoval i) pravdépodobnostni popis uzaviené smycky, ii) nezbyt-
nou teorii bayesovského odhadovani parametri Markovského modelu véetné zabudovani exter-
niho prediktoru, iii) princip plné pravdépodobnostniho ndvrhu optimélni rozhodovaci strategie.
Navrzena implicitni kooperace spoc¢iva v tom, ze agenti si vzajemné sdili sva rozhodovaci pravi-
dla z minulého kola hry. Poskytnuta informace je pak agentem vniména jako externi prediktor
a pomoci jiz existujici metody pouzita pro vylepseni odhadu modelu systému. Tento model je
nésledné pouzit v plné pravdépodobnostnim navrhu optimélni strategie v dalsim kole hry.

Prace pouziva ruznd, jiz existujici teoretickd, algoritmickd a Castecné softwarova feéenﬁ S
cilem vytvorit funkéniho kooperujiciho agenta. Soucasti prace byl navrh i implementace adaptiv-
niho, plné pravdépodobnostniho agenta a tvorba programu, zajistujici vyse zminénou implicitni
kooperaci.

Vysledné feseni bylo testovano na Nashové obchodni hie. Bylo provedeno nékolik sérii ex-
perimenttl, ¢ast z nich je prezentovana v praci. Pfi vytvafeni plné pravdépodobnostniho agenta
byl navrzen idealni mode][], ktery odpovidd maximalizaci individualniho zisku hrace. Ziskané
vysledky ukazuji, ze implicitni kooperace pomahd zvysit nejen individualni zisky, ale i vice vy-
uzit potencial hry, tj. zvysit tspésnost kol a snizit nevyuzitou c¢astku. Zasadni vliv na vysledky
experimenti ma parametr A, ktery ve volbé idealu odrazi miru dtlezitosti cilii pro rozhoduji-
ciho agenta. Provedené experimenty ukézali, Ze ¢im presnost naplnéni cile je méné duilezita pro
agenta, tim horsi vysledky agent ziskava. Tento vysledek je odivodnén tim, ze vétsi A znamena
vyssi rozptyl pravdépodobnostni funkce popisujici idedl, coz prirozené zptsobuje vyssi rozpro-
stfenost vyslednych akei a horsi presnost z hlediska sdileného rozhodovaciho pravidla. Na druhou
stranu prave tento jev muze byt extrémné dilezity pro systémy s velkou neur¢itosti (neznalosti),
jelikoz zajistuje vysokou miru pruzkumu (exploration). Pruzkum je nezbytné nutny v pripadé
vétsich prostort stavli a malém mnozstvi dat. V pripadé NOH tato neurcitost je pomérné nizka,
proto pouziti vysokych hodnot A je spis na skodu.

Do budoucna by bylo tfeba:

e vylepsit algoritmus hrace a to tak, Ze by si nejdiiv vytvoril predstavu o rozhodovacim
pravidle, a vzapéti by tuto predstavu sdilel. Nésledné by probéhl stavajici algoritmus,
popsany v praci. Toto vylepseni by umoznilo zbavit se kroku zpozdéni, spocivajici v tom,
ze agent ve stavajicim kole hry zpracovava rozhodovaci pravidlo protihrace z minulého kola
(ne stavajici), coz muze byt ponékud pozdeé.

e vylepsit volbu idedlu zabudovanim informace o ¢astce, kterd zbyla z minulého kola s cilem
jejil minimalizace. Tim by doslo k dodatecné zpétné vazbé.

Spiivodné vytvofend v oddéleni Adaptivnich systémt UTIA
"ktery vyjadiuje cile agenta
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provést detailni analyzu podminek, pfi kterych nastane rovnovazny stav (hodnoty stavu a
akel se ustali).

navrhnout implicitni kooperaci pro obecnéjsi priklad nez Nashova obchodni hra, tj. kdy
stav agenta neni dan pouze akci protihrace.

navrhnout rozsifené experimenty a pripadné otestovat navrzeného agenta v redlném ob-
chodovani nebo hte s lidskymi hradi.

rozsirit teorii pro pripad spojitych mnozin stavu a akci.
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Priloha A

Doplnék ke Kapitole

A.1 Alfa-funkce aneb o nazvoslovi Beta a Gamma funkci

Alfa funkce v tomto kontextu neexistuje, jedna se o vyhradu nazvoslovi. A¢ beta funkci
a gama funkci poprvé definoval Leonhard Euler (1707-1783), nazyval je “Eulerovsky integral
prvniho a druhého druhLﬂ’.

Symbol “I'” pro gamma funkci zavedl (bez blizstho vysvétlovani) Adrien Marie Legendre
(1752-1833). Existuje domnénka, ze I" zvolil kviili vizudlni podobnosti s prvnim pismenem svého
piijmeni (osové soumérné) a fonetické podobnosti (“Le Gendre” a “gamma”).

Jacques P. M. Binet (1786-1856) pouzival pro dnesni beta funkci oznaceni “/3”, avSak zane-
dlouho byl inspirovan Legendreovym oznac¢enim gama funkce. Zduvodnuje obvyklosti pro Evro-
pana pismenka B, propujéil oznaceni této funkce prvni pismeno svého ptijmeni — “B” [21].

A.2 Kullback—Leiblerova divergence

Kullback—Leiblerova divergence je mira, kterda udéva, jak se 1is{ dvé distribuéni funkce (na-
priklad F(z) a G(x)). Jeji definice pro spojity i diskrétni pripad viz Definice
Definice 14 (Gaussova krivka). Gaussova kr‘z’vkaﬂ je funkce f:R — R, definovand takto:

_(z=b)?

flx)=a-e 22 (A.1)

kde a, b, c € R. Jeji graf méa klasicky “zvonovy” tvar. Parametr a predstavuje vysku peaku, b je
poloha osy symetrie, a parametr ¢ mé vliv na sitku “zvonu”.

Tuto funkci pouzivame nejcastéji k popisu normalniho rozdéleni pravdépodobnosti se stredni
hodnotou p = b a rozptylem (varianci) o? = ¢2. S pouzitim takové volby konstant méme:

fz) =

1 _(e-p)?

_— e 20
o \2T

Vypocet KLD mezi dvéma Gaussovymi kiivkami M¢jme dvé Gaussovy kfivky[ﬂ

_(m—b21)2 _(z—b22)2
Fz)=a1-¢ *i a Gx)=ay-e 2

Langl. Eulerian integral of the first kind and second kind
2také Gaussova funkce
30dted k jednoznaénému urcéeni takové funkce budeme pouzivat pouze t¥i parametry a, b, c. Jejich vjznam

viz Definice




Pomér

_(@=bp)?
F(x a;-e i a x —by)? 2 x —by)2 2
@ _a IR NI o QCET S T
as - e 202

Dosazeni do vzorce (|1.4))

b2 2 B
D(FHG):/ Flo) n (@ e (@0 (@ DA
reX as 26102 26162

Nyni ke zjednoduseni pouzijeme dvé zakladni vlastnosti logaritmu Va,b: In(a-b) =Ina-Inb

D(F | G) = /xex F(z)-In (Z;) du + /IEX Flz)wde

kde w — (== b1)2 c2 + (z—b2)2 c?

20102 20%0%
S vyuzitim linearity integralu:

D(F | G) = ( )/ Fla dx—i—/ .wde

Z vlastnosti Gaussovy funkce plati, [ .x F(z)dz = 1.

—b)?
D(F|G)=In (“1> ta- / exp (—W) : (leQ + Koz + Kg) dz,
az zeX

2ct

a Yw:Ine¥ =w :

kde Ki, K2 a K3 jsou konstanty zdvislé pouze na {b1,ba,c1,c2} a vznikly v dusledku tprav
zlomkt. Ocividné leva strana je predstavena souctem tii Gaussovych integrala, které diky linea-
rité integralu lze pocitat zvlast.
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Priloha B

Doplnék ke Kapitole

B.1 Spoustéci skript

%% MAIN_test is a main programme that runs experiments

Part of BSc project of AG (FJFI, CVUT)
Last updated by AG, 20220105

o\

maintenance
clc

%close all
clear variables

© 00 N O s W N =
o° o° o o° oP

-
o

11 %% pre-defining constants
12 num_of_s 6; number of states {6,8,10}

o o

num_of_a = num_of_s;
the NDG rules)

14 ndat = 100;

15 rnd_seed = 10;

16 rng(rnd_seed);

-
w

number of actions is equal to number of states (see

the number of simulation steps
seed for the random generator

o o

17 horizon_1 = 10; % horison for optimisation for player 1
18 horizon_2 = horizon_1; % horison for optimisation for player 2
19 w_1 = 1; % indicates whether player 1 cooperates (=1) or not (=0).

20 %Genereally this weight reflects player's trust in
21 %$the information provided by the co-player.

22 w_2 = 0;

23

24 %% constructors

25 agent_1 = agent_con (1, num_of_s, num_of_a, w_1, horizon_1, 0.4); %
constructor of the 1lst player

26 agent_2 = agent_con (2, num_of_s, num_of_a, w_2, horizon_2, 0.4); %
constructor of the 2nd player

27

28 data_1l = data_con (1, rnd_seed, ndat); % data of
the 1st player

29 data_2 = data_con (2, rnd_seed, ndat); % data of

the 2nd player
30
31
32

% time loop over simulation steps

o° o

figure(1l);
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33

34

35

36
37
38
39
40
41
42

43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54

t_vect=[];

%$initialising time vector
for t = 1: ndat

over time
data_l.t = t;

in both data
data_2.t = t;
%% creating DM rule (FPD)
agent_1 = FPD(agent_1);
agent_2 = FPD(agent_2);

[ )

[data_1,data_2] = generate_data

o\

s_t_1 = data_1l.s_to_t(t);
agent_1 = cooperate (agent_1,
s_t_2 = data_2.s_to_t(t);
agent_2 = cooperate (agent_2,

% learning step of both players,

o° o

data_

data_

o

% loop

)

% storing time

% sampling optimal actions and sharing future states
(agent_1,agent_2,data_1,data_2);
% cooperation - step when players share their previous DM rules
Janek-Karny's formula is used)

(2x

1, agent_2.r(:,s_t_1));

2, agent_1l.r(:,s_t_2));

when both players update their models

agent_1 = learn(agent_1, data_1);

agent_2 = learn(agent_2, data_2);

t_vect = [t_vect, t];

end

$% Game evaluation, where 'unused cake' means unclaimed part of the entire
amount; 'succes rate' is a percent of games with non-zero profit

[prl, pr2, unused_cakes, success_rate] = profit (data_l, data_2, num_of_a,

num_of_s, ndat)
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B.2 Konstruktor agenta

© 0 N Ot R W N =

e =
N o= O

13
14

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

31

32

33

34

35

36

37

38
39

function agent = agent_con (id, num_of_s, num_of_a, w, horizon, lambda)

o\°

Constructor of the agent

Part of BSc project of AG (FJFI, CVUT)
Last updated by AG, 20220102

% OUTPUT:

% agents structure contains:

% — id ... agent identifier

% — model ... model of the environment, p(s_{t+l} | a_t, s_t)

% - V_t ... non normalised model

% - r ... decision-making rule, p(a_t | s_t)

$ —m_i ... ideal model

$ — r_i ... ideal decision-making rule

$ — w ... the agent's trust [0,1] in external predictor p_ext provided by
the co-player

% — horizont ... time horizont

% — lambda ... weight used for constructing ideals from the loss (low values
of lambda correpsonds to more strict preferencing of the particular values)

$ — p_ext ... state predictor offered by an external source

% INPUT:

$ — id ... agent identifier

% - ns ... number of state values

% - na ... number of action values

$ - w ... weight (of trust in p_ext)

% — horizont ... time horizont

% — lambda ... weight used for constructing ideals from

%% Default values

V_t = ones (num_of_s,num_of_a,num_of_s); % non-normalised prior model
(ones correspond uniform distribution).

m = V_t/num_of_s; % model of the environment,
p(s_{t+1l} | a_t, s_t) (normalized though states)

r = ones (num_of_a,num_of_s)/num_of_a; % decision-making rule,
p(a_t | s_t)

p_ext = ones (num_of_s, 1) /num_of_s; % external state predictor,
i.e. information provided by the cooperating co-player (column vector)

[m_i,r_i]= ideal_con (num_of_s,num_of_a, lambda); % function for

constructing ideal from the known loss

%% struct

agent = struct('id', id, 'm', m, 'Vv_t', v_t, 'r', r,'vr_1i', r_i,...
'm_i', m_i, 'w', w, 'horizon', horizon, 'lambda', lambda, 'p_ext', p_ext);
end




B.3 Konstruktor idealu
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function [m_i, r_i] = ideal_con (num_of_s, num_of_a, lambda)

[ )

%% Constructor of the agent ideal DM rule and ideal model

o\

Part of BSc project of AG (FJFI, CVUT)
Last updated by AG, 20211230

% OUTPUT:

$ - m_i ... ideal model

$ - r_1 ... ideal DM rule

% INPUT:

% — num_of_s ... number of state values

% — num_of_a ... number of action values

% — lambda ... weight used for constructing ideal from the known loss

%% Default values

m_1i = ones (num_of_s, num_of_a, num_of_s) / num_of_s ; % ideal model of the
environment, p”i(s_{t+1} | a_t, s_t, \theta)
r_ i = ones (num_of_a, num_of_s) / num_of_a; % ideal DM rule,

pti(a_t | s_t)

%% non-normalised Jjoint ideal model

c_1i = ones (num_of_s, num_of_a, num_of_s); S pti(s_{t+1l}, a_t |

for s_tpl = l:num_of_s

for a_t = l:num_of_a

if (a_t + s_tpl < num_of_s)

c_i(s_tpl, a_t, :) = exp(a_t / lambda); % if demands of the players are
compartible.

% lambda influence exploration: high lambda - high exploration

% and vice versa

else

c_i(s_tpl, a_t, :) = 1; % if players' demands are not comparable and the
entire amount is lost and both players get zero profit

end

end

end

%% decomposition : c_i <> pti(s_{t+1l}, a_t | s_t) =]|chain rulel|= p*i(s_{t+1}]|
a_t, s_t)*xpti(a_t | s_t) % decompostion the ideal onto the ideal system
model and ideal DM rule

for a_t = l:num_of_a

for s_t = l:num_of_s

r_i(a_t, s_t) = sum(c_1i(:, a_t, s_t)); % step 1 : marginal of c_i over all
future states s_tpl

for s_tpl = l:num_of_s

)

m_i(s_tpl, a_t, s_t) = c_i(s_tpl, a_t, s_t)/ r_i(a_t, s_t); %
end
end
end

%% normalisation of r_i and m_1i
for s_t = l:num_of_s

vi
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48 r_1i(:, s_t) = r_i(:, s_t) / sum(r_i(:, s_t)); % normalisation via a_t
49 for a_t = 1: num_of_a

50 m_i(:, a_t, s_t) =m_i(:, a_t, s_t) / sum(m_i(:, a_t, s_t)); % normalisation
via state s_tpl

51 end

52 end

53 end

B.4 Konstruktor dat

[
o ©

Part of BSc project of AG (FJFI, CVUT)
Last updated by AG, 20220102

N
-

1 function data = data_con (id, rnd_seed, ndat)
2 %% Data constructor

3 %

4 % data = data_con (id, rnd_seed, ndat)

5 %

6 % INPUT:

7 % - 1id ... agent identifier

8 % - rnd_seed ... seed of the random generator
9 % - ndat ... simulation length

10 %

11 % OUTPUT:

12 % data structure contains:

13 % - id ... agent identifier

14 % -t ... current time

15 % - rnd_seed ... seed of the random generator
16 $ — s_to_ t ... array for storing states

17 $ - a_to_t ... array for storing actions

18 % — ndat ... simulation length

NN
w N

24 %% defaults

25 t = 1; % current time

26 s_to_t = ones(l,ndat+1); % array for storing states sequence

27 a_to_t = ones(l,ndat+1l); % array for storing action sequence

28 %% struct

29 data = struct('id', id, 't', t, 'rnd_seed', rnd_seed, 's_to_t', s_to_t,
'a_to_ t', a_to_t, 'ndat', ndat);

30 end

vii




B.5 PPN (FPD)
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function agent = FPD (agent)

%% This function sovles FPD and provides an optimal DM rule

% INPUT and OUTPUT

% agent = structure describing the agent

% — 1id ... agent identifier

$ — model ... parameterised model of the environment, p(s_{t+1l} | a_t, s_t,
\theta)

% — V_t ... non-normalised model

$ - r ... DM rule, p(a_t | s_t)

% - m_i ... ideal model describing the agent preferences

$ — r_i ... ideal DM rule describing the agent preferences

$ — w ... trust [0,1] in external predictor p_ext provided by the co-player

% - horizont ... time horizont

% — lambda ... weight used for constructing ideals from the loss (low values
of lambda correpsonds to more strict preferencing of the particular values)

% - p_ext ... state predictor offered by the co-player

% Part of BSc project of AG (FJFI, CVUT)

% Last updated by AG, 20211230

%% Importing matrices from agent struct for shorter code

m = agent.m; % — the agent model of the co-player

m_i = agent.m_i; % — the agent's ideal model

r_i = agent.r_i; % — the agent's ideal DM rule

[num_of_a, num_of_s] = size(agent.r); % — getting number of states and
number of actions

h = ones (1, num_of_s); % — auxiliary function h; preallocation

%% dyn.prog. (backward recursion)

for t = agent.horizon:-1:1 % backward induction over time

d = zeros (num_of_a,num_of_s); % — function d: preallocation

h_given = h; % — store h from the previous iteration

h = 0xh; % - array for new h

for s_t = l:num_of_s % — possible states at time t

for a_t = l:num_of_a % — possible actions at time t

for s_tpl = l:num_of_s % — possible states at time t+1

% Sum d(a_t, s_t) over all s_{t+1} \in S

d(a_t, s_t) = d(a_t, s_t) + m(s_tpl, a_t, s_t) » log ( (m(s_tpl, a_t, s_t)) /
(m_i(s_tpl, a_t, s_t) = h_given(s_tpl)) );

end

% sum over all a_t \in A

h(s_t) = h(s_t) + r_i(a_t, s_t) *» exp( — d(a_t, s_t)); %

end

end

end

%% evaluate only the last optimal DM rule and store it into agent structure

for s_t = l:num_of_s

agent.r(:,s_t) = r_i(:,s_t) .* exp(-d(:, s_t))/h(s_t); %

end

end

viii




B.6 Generovani akci

function agent = FPD (agent)
This function sovles FPD and provides an optimal DM rule

o\°

INPUT and OUTPUT

®w N O Ok W N
o° o o° o° o o° oo

agent = structure describing the agent
- id ... agent identifier
- model ... parameterised model of the environment, p(s_{t+1l} | a_t, s_t,
\theta)
9 % - V_t ... non—normalised model
10 ¥ — r ... DM rule, p(a_t | s_t)
11 % - m_i ... ideal model describing the agent preferences
12 % - r_1i ... ideal DM rule describing the agent preferences
13 $ - w ... trust [0,1] in external predictor p_ext provided by the co-player
14 % - horizont ... time horizont
15 % — lambda ... weight used for constructing ideals from the loss (low values
of lambda correpsonds to more strict preferencing of the particular values)
16 % — p_ext ... state predictor offered by the co-player
17 %
18 % Part of BSc project of AG (FJFI, CVUT)
19 % Last updated by AG, 20211230
20 %
21 %% Importing matrices from agent struct for shorter code
22 m = agent.m; % — the agent model of the co-player
23 m_1 = agent.m_i; % — the agent's ideal model
24 r_1 = agent.r_i; % — the agent's ideal DM rule
25 [num_of_a, num_of_s] = size(agent.r); % — getting number of states and

number of actions
26 h = ones(l, num_of_s);

o\
|

auxiliary function h; preallocation

27

28 %% dyn.prog. (backward recursion)

29 for t = agent.horizon:-1:1 % backward induction over time
30 d = zeros (num_of_a,num_of_s); % — function d: preallocation

31 h_given = h; — store h from the previous iteration

32 h = 0xh; % - array for new h

33 for s_t = l:num_of_s % — possible states at time t
34 for a_t = l:num_of_a % — possible actions at time t

35 for s_tpl = l:num_of_s % — possible states at time t+1

36 % Sum d(a_t, s_t) over all s_{t+1} \in S
37 d(a_t, s_t) = d(a_t, s_t) + m(s_tpl, a_t, s_t) » log ( (m(s_tpl, a_t, s_t)) /
(m_i(s_tpl, a_t, s_t) » h_given(s_tpl)) );

38 end

39 % sum over all a_t \in A

40 h(s_t) = h(s_t) + r_i(a_t, s_t) % exp( - d(a_t, s_t)); %
41 end

42 end

43 end

44

45 %% evaluate only the last optimal DM rule and store it into agent structure
46 for s_t = l:num_of_s

47 agent.r(:,s_t) = r_i(:,s_t) .x exp(-d(:, s_t))/h(s_t); %
48 end

49

50 end

ix




B.7 Kooperace

1 function agent = cooperate(agent, data, p_ext)

2 %% Cooperation of the agents using merging given by Kracik-Karny (2005) formula
303

4 % agent = cooperate (agent, data, p_ext)

5 %

6 % INPUT: agent ... structure describing the agent

7% data ... structure describing the data

8 % p_ext ... external state predictor, i.e. information provided by the

cooperating co-player

OUTPUT:
agent ... structure with updated statistics agent.V_t and
model of the agent agent.m

10
11
12
13

14 Part of BSc project of AG (FJFI, CVUT)

o° o o° o° o° o° o o

15 Last updated by AG, 20220102

16

17

18 %% 'importing' useful constants

19 [num_of_a, num_of_s] = size(agent.r);

20

21 %% choosing the current triple of states and action
22 t = data.t;

23 s_t = data.s_to_t(t);

24 a_t = data.a_to_t (t);

25

26 %% updating non-normalised model (V_t)

27 agent.V_t(:, a_t, s_t) = agent.V_t(:, a_t, s_t) + agent.w * p_ext; % update
of the statistics

28

29 %% updating normalised model (including normalisation)

30 for a_t = l:num of_a

31 for s_t = l:num _of_s

32 agent.m(:, a_t, s_t) = agent.V_t(:, a_t, s_t) / (sum(agent.V_t(:,a_t,s_t)));

<)

% update agent's model and ensure it stays normalized

33 end
34 end
35

36 end




B.8 Uceni
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function agent = learn (agent, data)
%% The function learns the agent's system model, which describes the
co-player from the player's viewpoint.

% agent = learn(agent, data)

% INPUT:

% agent ... structure describing the player

% data ... structure containng data

% OUTPUT:

% agent ... struct., describing agent

% Part of BSc project of AG (FJFI, CVUT)

% Last updated by AG, 20220102

%% 'importing' information about number of actions and states
[num_of_a, num_of_s] = size(agent.r);

%% choosing current tripple of states and action
t = data.t;

s_t = data.s_to_t(t);

a_t = data.a_to_t(t);

s_tpl = data.s_to_t (t+l);

%% updating non-normalised model (V_t)
agent.V_t (s_tpl, a_t, s_t) = agent.V_t(s_tpl, a_t, s_t) + 1; % update the
statistics matrix

%% updating normalised model (including normalisation)

for a_t = l:num_of_a

for s_t = l:num_of_s

agent.m(:, a_t, s_t) = agent.V_t(:, a_t, s_t) / (sum(agent.V_t(:,a_t,s_t)));
% update agent's model and ensure it stays normalized

end

end

end

X1




B.9 Vypocet ziskti a vyhodnoceni

1 function [prl, pr2, unused_cakes, success_rate] = profit (data_l, data_2,
num_of_a, num_of_s, ndat)

2 %% PROFIT calculates profit of each player, total unclaimed amount and
percentage of games that ended with non-zero profit

3 3

4 % INPUT:

5 % datal ... structure containng data of player_1

6 % data2 ... structure containng data of player_ 2

T3

8 % num_of_s ... number of states

9 % num_of_a ... number of actions

10 %

11 % OUTPUT:

12 % prl .... profit of player 1

13 % pr2 ... profit of player 2

14 %

15 % unused_cake ... unclaimed part of the entire amount
16 % success_rate ... percent of succesful games, i.e. games with non-zero profit
17 %

18 % Part of BSc project of AG (FJFI, CVUT)

19 % Last updated by AG, 20220103

20 %

21

22 %% validation error

23 1f num_of_a # num_of_s

24 error('func PROFIT says: Number of actions and number of states are
different! Aborted.')

25 end

26

27 %% setting output variables

28 K = num_of_s;

o\

the entire amount to be divided

29 prl = 0; % initialising the 1lst player profit
30 prz2 = 0; % initialising the 2nd player profit
31 unused_cakes = 0; % initialising

32 success_rate = 0; % initialising

33

34 %% calculation of profit

35 for t = l:ndat

36 al_t = data_l.a_to_t(t); action of player 1 in time t

o° o°

37 az2_t = data_2.a_to_t(t);

38

39 1f al_t + a2_t < K % 1f both demands (actions) are comparable, then each
player gets what he demanded

40 prl = prl + al_t; profit of player 1

41 pr2 = pr2 + a2_t; profit of player 2

action of player 2 in time t

o
°
o
°

42 unused_cakes = unused_cakes + (K - al_t - a2_t); % unclaimed amount of the
current game

43 else

44 unused_cakes = unused_cakes + K; %

45 end

46 success_rate = 1 - unused_cakes / (K » ndat); % ratio of succesfully ended
games to the number of all games

47 end

xii
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